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Abstract 
ON THE STRUCTURE OF LORENTZ OPERATOR SPACES 
We show that, expcept in the trivial case p^ ^Qn ^2, the Lorentz operator space S ¿y is not 
isomorphic to a subspace of S for 1 < PQ, p^ ^ 2 , I <.q^<,^ , I <^q^ < ° « and q^ i=^q^. 
Resumen 
Demostramos que, salvo en el caso trivial /?Q ^ ^n ^ ^ ' ®^  espacio de operadores de Lorentz 
5' no es isomorfo a ningún subespacio de 5" para 1 <Cp , p =^2, 1 ^ ^ ^ ^^^^ , 1 =^^j <°Q 
1. INTRODUCCIÓN 
Sea H un espacio de Hilbert complejo, separable y de dimensión infi-
nita. Denotamos por Sp q (1 < p < o o , 1 < ^ < o o ) e l espacio de Banach for-
mado por todos los operadores T lineales y continuos sobre i/cuyos núme-
ros de aproximación (a„(T)) pertenecen al espacio de sucesiones de Lorentz 
Ip q ' Cuando p = q escribiremos simplemente Sp en lugar de 5^ p. 
C. Giel y C. Cleaver [6] han probado que si 1 </7o < P i < 2, entonces 
S no es isomorfo a ningún subespacio de 5 .El objetivo de esta nota es 
demostrar que, salvo en el caso trivial p^ = q^ = 2, el espacio S no es 
isomorfo a ningún subespacio de 5 para 1 < Po^Pi < 2, 1 <^o <oo, 
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l < ^ i < o o y QQ ^ qj^. Leí técnica que empleamos para demostrarlo es to-
talmente diferente de la empleada en [6] y está basada en los resultados de 
M. Levy [9, 10] sobre la presencia de subespacios isomorfos a Iq en el espacio 
de interpolación real (AQ, A 1)0^ g. Demostramos también que el resultado 
de C. Giel y C. Cleaver se verifica en el caso general. 
2. PRELIMINARES 
En lo que sigue usaremos la notación y definiciones de [12, 13] y de 
[2, 17] para los conceptos relativos a la geometría de los espacios de Banach 
y a la teoría de los espacios de interpolación, respectivamente. 
Denotaremos por Ipq al espacio de sucesiones de Lorentz, formado 
por todas las sucesiones de escalares (^^ ) convergentes a cero y tales que la 
norma que sigue es finita 
S Í l < p < o o , K ^ < o o 
donde 
Cp,q =i^ n ) y (^^) 
designa la sucesión obtenida reordenando los elementos de (¿„) por magni-
tud de sus módulos: \¿^\>\{\> ... (ver [15], 13.9 y [17], 1.18.3). Para 
p = q se obtiene el clásico espacio de sucesiones p—sumables que se denota 
por (Ip II \\p), teniendo ambos espacios normas equivalentes (ver [15], 
Prop. 13. 9. 5. y [17], Thm. 1. 18. 3/1). 
Sea H un espacio de Hubert complejo, separable y de dimensión infini-
ta. Para l < / ^ < o o , l < ^ < o o ^ denotamos por Sp^ al espacio de opera-
dores de Lorentz, constituido por todos los operadores T lineales y conti-
nuos sobre H, tales que la sucesión (a„ (T)) formada por los números de 
aproximación de 7(ver [15], 11.2) pertenece a/p^ ^. 
Para cada T G Sp^ ^ ponemos Tp^q(T) = mniTDW^p^y Como 
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(Ip^ ^ Il II ) es un ideal de sucesiones normado con la propiedad de domi-
nación (ver [15], Chap. 3), se sigue de [15], Thm. 15. 4. 4 que {Sp^ q Tpq) 
es un espacio de Banach. Además, puesto que para cada operador compacto 
T sobre H, los números de aproximación (a„(r)) coinciden con los números 
singulares (s^iT)) de T, es decir, con los valores propios del operador posi-
tivo [r* T]^^^, se tiene que lap—clase de Schatten (ver [7]). 
oo 
5p = ( r G C{H, H): Op{D = (i: s„ {Tf y^p < oo} 
es igual aSpp, teniendo ambos espacios normas equivalentes. 
De las inclusiones existentes entre los espacios Ipq se deduce que los 
espacios de operadores de Lorentz están ordenados en el siguiente sentido: 
Sp^ q está continuamente inyectado QÜ S^^s si 1 ^ P ^^ ^ ^ Y Spq 
está continuamenta inyectado en 5^^ ^ si Kq <s<^ . 
Por otra parte, para l < p < o o y I <: q <oo ^ ol espacio Spq es sepa-
rable ya que tiene base (ver [5]). El espacio 5'^ ^ „ contiene un subespacio iso-
morfo a L (ver [3], Prop. 3) luego no es separable. Además, ^2 es un espacio 
deHilbert[15],Thm. 15.5 .6 . 
Se demuestra en [14] que para I <:PQ =^pi < o o , l < ç < o o ^ O < 0 < l 
1 1 - 0 e 
y -« = ^ gg válida la siguiente fórmula de interpolación. 
P Po Pi 
^p q "^ (S , *S )Q ^ (con normas equivalentes) (1) 
De aquí se obtiene, como consecuencia directa de los resultados de M. Levy 
[10] sobre la presencia de subespacios isomorfos a Iq en el espacio de inter-
polación real, el teorema que sigue: 
Teorema L.— Sean 1 <p <r<ooy l < ç < o o . Todo subespacio cerra-
do de dimensión infinita de Sp^ q sobre el que las topologías dt Spq y Sf 
no coincidan, contiene un subespacio isomorfo a Iq. 
Finalmente, recordemos las nociones de tipo y cotipo: 
Definición ([13], p. 72).— Un espacio de Banach X se dice que es de 
tipo p para algún 1 < p < 2 (resp. de cotipo s para algún 2 < ^ < <» ) si existe 
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una constante M < o© tal que, para todo conjunto finito de vectores {Xf> 
7 = 1 
en X, se tiene 
Il 2 rfit)Xf 
4, /=i 
| | d i < M ( S \\Xf\\Py^P 
/ = 1 
(resp. ( 2 llxylP)!/ ^ < ili j || S r^W ^/ll àt) 
7 = 1 
^/ lis r;a)X;| 
^ 7 = 1 
donde (r„) designa las funciones de Rademacher, definidas por r^it) = 
signo(sen(2" irt)) para 0 < í < 1. 
Se prueba en [16] que los espacios Sp (1 < p < ©o ) son de tipo 
mín(2, p) y cotipo máx(2, p). El tipo y cotipo de 5^ g (1 < p < oo ^ 
1 < ^ < oo ) ha sido calculado en [3]. 
3. LOS RESULTADOS 
El teorema que sigue prueba que en el caso general se verifica también 
el resultado de C. Giel y C. Cleaver [6] mencionado en la introducción. 
Teorema 1.— Sean 1 < p =^ q <oo con p 9^  2. El espacio Sp no es iso-
morfo a ningún subespacio dt Sq. 
Demostración: Supongamos que p ¥= 2 y que Sp es isomorfo a un 
subespacio de Sq. Entonces Sq contiene un subespacio isomorfo a /^, ya que 
Sp lo contiene. Usando [1], Cor. 3. 2, se obtiene que Iq contiene un subespa-
cio isomorfo a Z ,^ de donde se sigue, por [12], Prop. 2. a. 1 y Prop. 1. a. 12, 
quep = ^. 
Para los espacios de operadores de Lorentz tenemos: 
Teorema 2.— Sean 1 <Po,Pi ^ 2 , I <:qQ <:Oo , ^ ^Qi <^y QQ i=q\> 
El espacio S ^ no es isomorfo a ningún subespacio de S , salvo si 
Po =qo= 2. 
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Demostración: Supongamos que / es un isomorfismo de 5 ^ so-
bre un subespacio 5 de 5 . Teniendo en cuenta la fórmula de interpo-
lación(l) y los resultados de [9], se puede localizar también un subespacio 4^ 
de 5 ^ isomorfo a / . Razonemos distinguiendo los seis casos siguien-
tes: 
F' ') Caso: ^o = ^ • 
Entonces B no es separable, luego ^i = ^^  . 
2°) Caso: K p o , Pi < 2, l < 9 o < « ^ -
Ahora se tiene alguna de las situaciones que siguen: 
(z) f{A) no es cerrado en S2 • 
Aplicando el Teorema L obtenemos q u e / ( ^ ) contiene un 
subespacio isomorfo a / . Así pues / contiene un sub-
espacio isomorfo a L , siendo 1 =^  ^o? í i < °^ • Por tanto 
1 
se sigue de [12], Prop. 2. a 1 y Prop. \.a. 12, que QQ = q^. 
{n)fiA) es cerrado en ^2. 
Entonces QQ = 2. Pero B = fiS ^ ) no es cerrado en ^2 
ya que ningún espacio Sp q (1 < p < o o , l < ç < o o ) e s 
isomorfo a un espacio de Hubert, salvo ú p = q = 2 (ver 
[11] y [4]). Por tanto, aplicando otra vez el Teorema L, 
tenemos que B contiene un subespacio D isomorfo a / . 
Con lo cual, si f'^(D) es cerrado en S2, se tiene que 
qi = 2, y si/~^ (D) no es cerrado en ^2, entonces contiene 
un subespacio isomorfo a I2, por lo tanto también qi = 2. 
3^0 Caso: 1 <pi <po =2,l<qo<2. 
Si f{A) no es cerrado en ^2, razonando como en la situación (/) 
del apartado anterior, se obtiene qQ = qi- En caso contrario, 
el espacio / debe ser isomorfo a I2, luego q^ — 2. 
4°) Caso: 1 < p i < p o = 2 , 2 < ^ o < ^ -
Ahora f{A) no puede ser cerrado en ^2, ya que ¿70 > 2. Por 
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tanto f{A) contiene un subespacio isomorfo a / , de donde se 
^ 1 
sigúelo = Qi-
5°) Caso: 1 <po <Pi = 2 , \<qo < o o . 
Se tiene una de las dos situaciones siguientes: 
(/) /(A) no es cerrado en Sp para ningún p>2. 
Entonces/(^) contiene a / , por tanto q^ = q^. 
{ii)f{A) es cerrado en Sp para algún p>2. 
Entonces l^ es de cotipo 2 + 6 para todo e > O y de ti-
I ^ 0 
po 2, luego qQ = 2. Pero el espacio B =f(S ' ) de coti-
po 2 ([3], Prop. 2) no puede ser cerrado en Sp si p > 2, 
pues en ese caso sería también de tipo 2 y por consiguien-
te [8] isomorfo a un espacio de riilbert. Por tanto B con-
tiene un subespacio D isomorfo a / . Ahora puede ocurrir 
que f~^{D) sea cerrado en 52, lo que implica q^ = 2, 
o que / "^  (D) no sea cerrado en S2, en cuyo caso f^ (D) 
contiene un subespacio isomorfo a /2 y de nuevo qi = 2. 
6°)Caso:po = Pi = 2, I <qQ <oo , 
El resultado se obtiene de nuevo distinguiendo las situaciones 
(/) e O'/) del apartado anterior. 
Observación 1 . - Es fácil comprobar (ver por ejemplo [4], Remark 2. 1) 
que Spq (I <p <oo ^ l < q r < o o ) contiene subespacios isomorfos a S 2 
Observación 2.— La idea de emplear el Teorema L para obtener resul-
tados sobre la estructura de los espacios de operadores de Lorentz Sp^ q 
ha sido tomada de [10]. 
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